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Résumé

Nous donnons une démonstration simple de ’existence de donnée
initiale qui est minimale en norme L3 pour les singularités poten-
tielles des équations de Navier-Stokes. Le résultat a été établi récem-
ment dans «Gallagher 1., Koch G.S., Planchon F., A profile decom-
position approach to the L (L3) Navier-Stokes regularity criterion,
arXiv:1012.0145v2» via les techniques en se reposantes sur la décom-
position en profils. Notre démonstration est plus élémentaire. Elle
repose sur des séparations appropriées de la donnée initiale et sur les
méthodes d’énergie. La difficulté principale est la pénurie de compacité

du plongement Lf’oc — L120c‘

1 Introduction

Nous considérons du probléme de valeur initiale pour les équations de Navier-
Stokes sur R3:

atu_AU‘i_uvu—fC‘hXZig } sur R?) X (0,00), (11)
u(-,0) = ug sur R®. (1.2)

Il est bien connu si 'un champ de vecteurs a divergence nulle ug appartenant
a un des plusieurs espaces critiques en ce qui concerne le changement d’échelle
naturelle

u(z,t) — Au(Az, \*t) pour A > 0,
up(z) — Aug(Azx) pour A > 0,

tels que L3(R?) et H'/2(R?), NSE a une unique solution «mildy locale (voir
[4,6] et les références en cela). Il n’est pas évident si telle solution mild existe

fTraduction en francais par Tuan Pham de P’article H. Jia and V. Sverak, SIAM
J. Math. Anal. 45 (2013), no. 3, 1448-1459.



pour tout le temps ou la singularité développe en temps fini. Dans [13], il
a été démontré qu'il existe une donnée initiale minimale en norme HY? qui
produit une solution explosive en supposant qu'une donnée initiale produirait
la singularité en temps fini. Une question naturelle est si le résultat dans
[13] peut s’étendre au cadre L?(R®). Les outils principaux dans [13| sont
la stabilité des singularités et la compacité d’'une suite des solutions faibles
adaptées (au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg) qui sont uniformément
bornées en norme d’énergie, certaines estimations des soi-dites «solutions a
la Leray» avec un théoréme d’unicité des solutions a la Leray quand nous
avons une «bonne» solution. L’un des points cruciaux dans la démonstration
d’unicité est la compacité du plongement Hﬁf (R3) < L2 (R?). Dans le cas
de L*(R?), nous perdons cette compacité. Le question est donc si I'on peut
éviter utiliser la compacité. Ceci a été fait dans [3| par utiliser la technique
de décomposition en profils. Nous présentons ici une autre méthode pour
surmonter la difficulté. De plus, nous prouvons la compacité de I’ensemble de
«données initiales minimaux d’explosion» dans L3(R?) modulo translations
et dilations, ce qui n’est pas établi dans [3| (voir Section 4 ci-dessous). Notre
outil clé est la simple observation suivante.

Lemme 1.1. Soit u une solution a la Leray de la donnée initiale a divergence
nulle ug € L3(R3). Alors, il existe une fonction non-négative h(t) qui est
dépendante seulement de ||ugl|Lsws) telle que limy o+ h(t) =0 et

Hu(.’t) — emuOHB(Bl(zo)) < h(t) (1.3)
pour tout xy € R? et presque partout 0 <t < 1.

La démonstration repose sur une séparation appropriée des solutions. Le
point important est que h(t) dans le lemme dépend seulement de la L3-norme
de la donnée initiale, ce qui donne une certaine uniformité de la continuité
forte dans L2 _(R®) a I'instant zéro pour une suite des solutions dont don-
nées initiales sont uniformément bornées dans L3(R3). Ce lemme est en fait
suffisant pour étendre les arguments dans [13] au cas L3. Nous présentons
en détail les démonstrations des certains estimations et résultants d’unicité
pour solutions & la Leray qui ont été démontrés dans Lemarié-Rieusset [9]
et qui ont été utilisés dans [13], parce que dans la situation envisagée les
démonstrations simplifient significativement. Nous référerons a [13] souvent
car les idées générales sont similaires. Nous produirons les démonstrations
plus détaillées des plusieurs point qui ont juste été esquissées dans [13]. Nous
aussi référons les lectures a larticle récent [14] dans lequel une méthode liée
d’utiliser les comparaisons avec des solutions du probléme linéaire est utilisée.

Notations. Nous désignerons C' comme une constante positive absolue,
C'(ay A, ...) comme une constante positive dépendante de «, A et cetera. Nous
adoptons une régle selon laquelle les constantes non-essentielles C' peuvent
changer d’une ligne a 'autre. B,(zy) C R? signifie la boule de rayon r > 0
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et de centre xy. Q, := B,(xg) x (tg — 1%, tg) C R?® x R, et Q, := Q,(0,0).
Pour deux matrices a et b, (a : b) := a;;b;; ot nous présumons la convention
de sommation d’Einstein. Nous utilisons uy comme une donnée initiale &
divergence nulle pour NSE, sauf indication contraire.

2 Solutions a la Leray
3 Solutions mild de donnée initiale dans L*(R%)

4 Le théoréme principal

Pour une donnée initiale a divergence nulle uy € R?, désignons par Tiax(uo)
le temps minimal d’existence de la solution mild pour NSE a partir de uqg.
Définissons pmax = sup{p : Tmax = o0 pour tout le champs de vecteurs
uy € L*(R?) a divergence nulle tel que ||uo||z3rsy < p}. Définissons aussi
M ={uy € L*(R?) : Thax(ug) < 00, ||uol|13®3) = Prmax}-

Théoréme 4.1. Supposons puax < 00. Alors .M n’est pas vide, et en plus,
M est compact par rapport & la L3-norme modulo des translations et dila-
tions. C’est-a-dire, pour toute la suite uf dans M , il existe xy et \* tels que
Neub (N¥(z — ) a une suite extraire convergente dans L3(R3).

Démonstration. D’aprés la définition de puax et hypothése que ppac < 00,
il existe une suite des données initiales a divergence nulle uf telles que
Tnax(uf) < 0o (donc |[uf]|r3@s) > Pmax) €t |0l z3®s) = Pmax- Par le lemme
3.1, nous apprenons qu’il y a des points singuliers pour les solutions mild u*
correspondantes a uf. Grace aux translations et dilations

ug — /\kulg()\k(x — 1)),

pour certains A\* et x;, nous pouvons supposer que la premiére singularité
est a l'instant 1 et est (z,t) = (0, 1). Nous désignons encore la suite nouvelle
comme u* (et uf proportionnellement) aprés les translations et dilations. Par
le lemme 3.2, nous avons

sgﬂ% Huk(,t) _ eAtug”LQ(Bl(aco)) < h(t) pour t < 1,
zo

pour une fonctions non-négative h(t) qui satisfait lim, ,o+h(¢) = 0. Notons
que le corollaire 2.1 et la remarque 3.1 impliquent la borne uniforme de u*
en norme d’énergie et

Osgl;flgl ||uk(a t)”LQ—f—LG <C (pmax) :

D’apreés la compacité comme dans le lemme 2.4 et grace a la continuité faible
de t, nous pouvons trouver une suite extraire de u* (que nous désignons
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encore par u*) et une solution faible appropriée u de NSE telles que:

uf — u dans L3(Bi(z) x (0,1)) pour tout z € R?,

uk(-,t) — u(-,t) dans L?(Bi(zp)) pour tout t € [0,1] et 7y € R e,

uf — uo dans L3(R3).

De plus, par la stabilité de singularité dans le lemme 2.5, (z,t) = (0,1) est
un point singulier de u. De 'estimation (4.1) et des convergences faibles de
uk(-,t) et uf, nous obtenons

sup ||U(,t) - €AtU0l|L2(B1(xO)) < h(t)

zo€ER3

Puisque h(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0,
u(-,t) — ug dans L*(By(x))
pour tout xy. De plus,

sup ||u<'7t)”L2+L6 < C (pmax)
0<t<1

a cause de la convergence faible de u” et de I'estimation (4.2). Donc u satisfait
la condition de décroissance a l'infini spatial, ce qui est nécessaire dans la
définition des solutions a la Leray. Pour résumer, nous voyons que u est une
solution a la Leray correspondante a la donnée initiale uy. Par le résultat
d’unicité dans le lemme 2.2 et la remarque en dessous, nous voyons que la
solution mild & partir de ug doit avoir une singularité dans R? x [0, 1]. Parce
que
||u0||L3(R3) < lim inf ||UISHL3(R3) < Pmax;

par la définition de puax, nous avons ||uol[;srs) = Pmax. Donc, ub — g

dans L3 et ||u’5HL3(R3) — [luol| s (gsy- Car L*(R?) est espace de Banach uni-

formément convexe, cela aussi implique que uf converge fortement a uy dans

L3(R3). Le théoréme est démontré.
A partir des résultats ci-dessus, le corollaire suivant peut étre démontré
par suivre les méme arguments que dans [13]:

Corollaire 4.1. Supposons que toute la solution du probléeme de Cauchy (1.1)
avec ug € L3(R3) est réqulicre, c’est-a-dire Tpax = 00 pour tout ug € L3(R3).
Alors, pour | = 0,1,2,... il eziste des fonctions F; : [0,00) — [0,00) telles
que »

t = sup |V'u(z,t)| < F (||uolls) pour tout t > 0.



